CALCULO L1 — NOTAS DA QUINTA AULA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

RESuMO. Iniciamos a aula definindo as fungoes trigonométricas e estabelecendo algumas
de suas propriedades béasicas. A seguir, calcularemos um limite fundamental para a
obtencao da derivada da funcao seno. Por fim, chegaremos a derivada da fungao cosseno.

1. FUNQOES TRIGONOMETRICAS

Iremos definir as fungoes seno e cosseno de um angulo que mede a radianos. No plano
cartesiano, seja ¢ uma circunferéncia de raio 1 com centro na origem e seja P o ponto de
coordenadas (1,0). Iniciando em P, percorra um arco na circunferéncia de comprimento
|| no sentido anti-horario, quando o > 0, ou no sentido horério, quando a < 0, e seja @
o ponto terminal deste arco. Diremos que as coordenadas do ponto ) sdo (cos «, sen «).
Isto é,

e O seno do angulo medindo « radianos é igual a ordenada do ponto Q).
e O cosseno do angulo medindo « radianos ¢é igual a abscissa do ponto Q).

Como o ponto ) depende da medida a do angulo, representa-lo-emos por (), para enfa-
tizar esta dependéncia. Veja a figura a seguir.

sen «

Dois angulos, medindo « e 3 radianos, sao ditos congruentes quando (), = Q3. Isto ¢,
a — 3 é um multiplo inteiro de 27 ou seja

(1) a — (3 = 2km, para algum k € Z

Consequientemente angulos congruentes possuem o mesmo seno e cosseno. Portanto,
para todo nimero real o e nimero inteiro k, temos que

sen(a + 2km) = sen«
(2) _
cos(a + 2km) = cosa

Como (cos a, sen ) sao as coordenadas do ponto @, que pertence a circunferéncia de raio
1 e centro na origem, cuja equacao é X2 + Y2 = 1, temos a seguinte relacao fundamental

(3) sen o + cos’a =1

Estas notas foram escritas pelo professor da disciplina, Manoel Lemos.
1



2 UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

Mais ainda,

A —1 <sena <1
(4) —1<cosa<1

Note que a ordenada de ), coincide com a abscissa de Qa,g porque @), ¢é obtido a partir

de Qa_g ap6s uma rotagao do plano de 7 no sentido anti-hordrio tendo a origem como

centro. Esta rotacao leva o eixo das abscissas no das ordenadas. Logo
T
(5) sena = cos (a0 — —
2
Esta rotacao leva o eixo das ordenadas no das abscissas, com a orientacao invertida, e dai

(6) cos @ = — sen (a — g)

Como @, e Q)_, sao pontos simétricos com relagao ao eixo das abscissas, temos que

") sena = —sen(—a«)
cos a = cos(—a)

Exercicio 1. Os pontos Qo € Qz_q sao simétricos com respeito a reta de equagao Y = X.

Quais identidades para o sen« e cosa, similares as listadas em (7), podem ser obtidas

utilizando esta simetria?

E possivel afirmar, a partir de (3) e do célculo de alguns de seus valores, que as fungoes
sen X e cos X possuem periodo igual a 2w. Portanto, o grafico de qualquer uma destas
fungdes é obtido pela repeticao do seu gréfico no intervalo [0, 27]. De (5), concluimos que
o grafico de sen X ¢ obtido a partir do de cos X apds uma translagao horizontal de 7 para
a direita. Nas figuras seguintes, ilustramos os graficos destas fungoes.

Y
Y =sen X
pN N\ pN
\4 \_/271' X
Y
‘ Y = cos X

Salientamos que os valores maximo e minimo assumidos por estas fungoes sao 1 e —1.
De (7), temos que sen X é uma fundo impar e cos X é uma fungao par.
Para quaisquer nimeros reais « e (3, estabeleceremos que

(8) cos(a + 3) = cos acos f — sen arsen 3

Considere os pontos Qa43, Qa, P € Q_g em c. Ao realizarmos uma rotagao de [ radianos
no sentido hordario com centro na origem, o ponto Q-+ ¢ levado no ponto ), e ponto P
¢ levado no ponto ()_g. Logo o segmento Qq4sP ¢ levado no segmento Q),()_3 e dai

QOH—BP = QaQ—ﬁ

Veja ilustracao a seguir.
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QaJrﬁ Y
Qa

X

Q-5

Substituindo as coordenadas dos Qa4+, P, Q € —s, que sao respectivamente

(cos(a + B),sen(a + 3)), (1,0), (cos a,sen ) e (cos(—/3),sen(—(3)) = (cos 3, — sen [3)

com a igualdade seguindo de (7), na férmula da distancia entre pontos, chegamos a

V(cos(a+ B) — 1)2 + (sen(a + B) — 0)2 = \/(cosa — cos )2 + (sena — (— sen 3))2
Elevando ambos os membros desta igualdade ao quadrado, temos que

(cos(a + B) — 1)? +sen?(a + 3) = (cos a — cos 3)* + (sen a + sen 3)?

Esta identidade pode ser transformada em
[cos®(a + ) — 2cos(a + B) + 1] + sen’(a + ) = [cos® a — 2 cos a cos 3 + cos® 3]
+ [sen? a + 2sen acsen 3 + sen® 3]
Reagrupamos esta relagao como
[cos?(a + B) +sen’(a + B)] + 1 — 2cos(a + B) = [cos® a + sen® a] + [cos® B + sen® 3]
— 2[cosacos 3 — sen asen 3]
Utilizando (3) trés vezes, concluimos que
14+1—2cos(a+B)=1+1—2[cosacos — senasen 3]

Note que (8) segue imediatamente desta igualdade.
Vamos estabelecer uma rela¢ao para o seno da soma similar a do cosseno. Por (5),

sen(a + ) = cos ((a + ) — g)

que pode ser reescrita como

sen(a + ) = cos (a + (ﬁ — g))

Por (8), temos que

sen(a + ) = cos a cos <6 — g) — sen «sen <ﬁ — g)

Aplicando (5) e (6), concluimos que
sen(a + ) = cosasen f — sen a(— cos [3)
Conseqiientemente

(9) sen(a + 3) = sen«acos 3 + cos asen 3
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O seno da diferenga é dado por
(10) sen(a — ) = senacos § — cos asen 3
De fato, por (9),
sen(a — ) = sen(a + (—/f)) = sen acos(—/3) + cos asen(—/3)
e (10) segue de (7). De maneira andloga, temos que

(11) cos(a — 3) = cosacos 3 + sen asen 3

Exercicio 2. Decida quais das sequintes identidades sao vdlidas para todos os nmiumeros
reais o

(i) sen(2a) = 2sen a cos v
(i) cos(2a) = 2cos?a — 1
(iii) cos(2a) =1 —2sen’ «
(iv) sen(3a) =
Subtraindo (10) de (9), obtemos que
sen(a + ) —sen(a — ) = 2cos asen

Se fizermos A =a + e B=a— (3, entao
A+ B A-B
(12) sen A —sen B = 2cos( —5 )sen( 5 )

porque

A+B=2a e A—B=20
A expressao (12), que é a diferenga de dois senos, serd utilizada para o calculo da derivada

da funcao seno.

Exercicio 3. Encontre uma expressao para:

(i) a soma de dois senos;
(ii) a diferenca de dois cossenos; e
(iii) a soma de dois cossenos.
2. UM LIMITE FUNDAMENTAL

Nesta secao estabeleceremos que

(13) lim

a—0 6%

sen «
=1

Este limite é fundamental para o calculo da derivada da funcao seno e conseqiientemente
das demais fungoes trigonométricas. Como

sena  sen(—a)

a  (-a)
sera suficiente concluir que
sen o
(14) lim =1
a—0t  «

Como « se aproxima de 0 por valores maiores que 0, vamos assumir que « nao € muito
grande. Isto é, vamos supor que « esta no intervalo (0, g) Seja ), como definido na se¢ao
anterior. Logo é o ponto de coordenadas (cos,sen ). Note que @, estd no primeiro
quadrante. Denotamos por O a origem do sistema cartesiano. Seja S o ponto pertencente
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a intersecao da reta que contém O e @), com a reta passando por P e perpendicular ao
eixo das abscissas. Seja R o ponto com coordenadas (cos «,0). Veja a ilustragao a seguir.

Considere as seguintes regioes do plano:
Fy é o triangulo retangulo O RQ),, cuja area A; é a metade do produto do comprimento
de seus catetos OR e RQ,. Portanto, 24; = cos asen a.
F5 é o setor circular OPQ,, cuja drea Ay é a metade do produto do comprimento do
arco PQ, pelo raio OP. Logo 24, = a.
F3 é o triangulo retangulo OPS cuja area As é a metade do produto do comprimento
de seus catetos OP e PS. Conseqiientemente 245 = PS.
Como F} esta contida propriamente em Fj e F, esta contida propriamente em F3, temos
que
Al < A2 < Ag

e dai
(15) cosasena < a < PS

Necessitamos encontrar uma expressao para PS em termos de o. Como os triangulos
ORQ, e OPS sao semelhantes, temos que

RQ. PS

OR ~ OP
Para evitar confusao, a linha em cima do par de pontos utilizada para denotar o compri-

mento do segmento entre estes pontos sera sempre eliminada quando estivermos em uma
fragao. Conseqiientemente

sena  PS
=—=PS
COS (v 1
Substituindo este valor em (15), chegamos a
sen o
cosasena < a <
cos
Dividindo esta expressao por sen «, temos que
« 1

<
sen « COSs (v

cos o <

Tomando os inversos, obtemos que

sen av 1

(16) cos o <
a CoS v

Iremos analisar estas desisgualdades quando o — 0.
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Quando a@ — 0%, temos que Q, — P e R — P. Portanto, cosa = OR — OP = 1.
Isto é,

lim cosax =1
a—0T

Como o limite do quociente é o quociente dos limites, quando o denominador nao tende
a 0, temos que
1 lim, o+ 1 1

lim = = =-=1
a—0t cosa  lim,_g+cosa 1

Conseqiientemente o lado direito e o lado esquerdo das desigualdades (16) tendem a 1
quando o — 07. Nao resta uma outra alternativa para o termo intermedidrio que nao
seja se aproximar de 1 porque esta sendo limitado inferiormente e superiormente por
quantidades que se aproximam de 1. Isto é,

sen «

lim =1
a—0t
Logo (14) segue.

O conhecimento do valor do limite (13) permite o calculo de indmeros outros limites
“do tipo 8”. Nao faremos isto agora, pois todos estes limites podem ser calculados através
da regra de L’Hospital, que sera abordada mais a frente. Contudo, reduziremos o limite
considerado no préximo exemplo ao limite fundamental que acabamos de calcular, ja que

sera utilizado para o calculo da derivada da funcao cosseno.

Exemplo 4. Calcule o sequinte limite
. 1l—cosX
lim ———
X—0

Multiplicando o numerador e o denomidar da fracao por 1+ cos X temos que

. 1l—cosX . (I —=cosX)(1+cosX) . 1 —cos? X
lim ———— = lim =lim ————
x-0 X X0 X (14 cos X) X—0 X (1 + cos X)

Como sen?X = 1 — cos? X, temos que

i 1 —cosX " sen® X . senX senX
im ——— = lim ———— = lim
x—0 X X-0X(1+cosX) x-0 X (1+cosX)

Mas o limite do produto é o produto dos limites e, quando o quociente nao tende a 0, o
limite do quociente é o quociente dos limites,
1 —cos X . sen X sen X . osenX limy_gsen X

i L0085 ! _
e X ) X Xl—>m01+cosX X0 X limy_,g1+4 cosX

Como limy_,gsen X =0 e limyx_,g1 + cos X = 2, chegamos a

1—cosX .osenX limy_,gsen X B
x-0 X x=0 X limy_gl+cosX

0
Ix-=0
*3

Note que o calculo do limite foi reduzido ao calculo do limite fundamental e mais alguns
outros limites que sao simples de serem estabelecidos. Em geral, esta reducao pode ser
muito engenhosa e por este motivo nao daremos énfase a este processo.
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3. A DERIVADA DO SENO
Na préxima regra, apresentaremos a derivada da fungao seno.
Regra 5. Se f(X) =sen X, entdo f'(X)=cos X
Pela definicao da derivada,

(17) J(X) = lim f(X+ h})b - f(X) _ - sen(X + Z) Cen X

A diferenga dos senos no numerador, por (12), pode ser transformada em

sen(X + h) — sen X =2 cos (W#) con <W)

h h
=2 cos (X + 5) sen (§>

Substituindo esta identidade em (17), concluimos que

h h b
F(X) = Tim 2cos (X +5) sen (%) — lim cos <X N ﬁ) sen (%)

h—0 h, h—0 2 %

Como o limite do produto é o produto dos limites, temos que

h sen (@)
"(X) =1 X+ =) lim —~2%
P = e (X 43 m
Vamos substituir a variavel no segundo limite para chegarmos ao limite fundamental
abordado na secao anterior. Tomando h = 2t, observamos que t — 0 quando h — 0, e

dai

2 t—0
Note que o primeiro limite, da esquerda para a direita, é igual a cos X e o segundo é o
limite fundamental calculado na secao anterior sendo igual a 1. Portanto,

(X)) =cos X

h t
(X)) = }lLlLr(l) cos (X + —) lim Se:

Exemplo 6. Determine as equacoes das retas tangentes a curva de equacao Y = sen X
que sao horizontais indicando os seus pontos de tangéncia.

Esta curva é o grafico da fungao f(X) = sen X. O coeficiente angular da reta tangente
ao grafico desta fun¢ao no ponto de abscissa X é f'(X), que é igual cos X pela Regra 5.
Necessitamos encontrar todos os X tais que f'(X) = 0. Isto é,

(18) cos X =0

As solugdes de (18) no intevalo [0,27) sdo X =2 ¢ X = 2%, Como cos X ¢ uma fungao

periédica, com periodo 27, obtemos as outras solugoes de (18) somando a cada uma destes
dois valores todos os possiveis miltiplos inteiros de 27. Isto é, as solugdes de (18) sao

X:g+2k7r, para k € Z

3
X:§+2kz7r, para k € Z

(19)

Note que (19) pode ser resumida da seguinte forma

X:g—i—lmr, para k € Z
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Quando X = Z + 2k, para k € Z, o valor de f(X) éigual a f(Z) = 1. Logo Y =1
¢é tangente & curva Y = sen X nos pontos (g + 2km, 1), para k € Z. Isto é, Y =1 ¢
tangente a esta curva em infinitos pontos. De maneira similar, concluimos que Y = —1 é
tangente 4 curva Y = sen X nos pontos (37” + 2km, 1), para k € Z.

Exercicio 7. Encontre a equagdo da reta tangente ao grifico da fungio f(X) = sen X
no ponto com abscissa

(i) X=0 (i) X=7 (i) X=2 () X=-T (y)X=41

Exercicio 8. Encontre as retas normais a curva de equacao Y = 2sen X que sao paralelas
a reta de equacao X +Y 4 10 = 0. Para cada uma destas retas, indique as coordenadas
do ponto de tangéncia.

Exercicio 9. Considere a fun¢ao dada por f(X) =X — sen X
(i) Calcule f'(X)
(ii) Qual o menor e o maior valor assumidos por f'(X)?

(iii) Eriste nimero real a tal que a reta de equag¢ao 5X + 12Y + a = 0 € tangente a
curva de equacao Y = X — sen X ¢

4. A DERIVADA DO COSSENO

Estabeleceremos, com uma outra abordagem, a regra para derivar o cosseno. Qualquer
uma das duas abordagens serve para encontrar a derivada das fungoes seno e cosseno.
Voceé é capaz de permutar as abordagens?

Regra 10. Se f(X) = cos X, entdo f'(X) = —sen X
Pela definicao da derivada,

, . J(X+h) —f(X) .. cos(X+h)—cosX
==~ h

Utilizando (8), que é uma relagao para o cosseno da soma de angulos, chegamos a

/ ] .. cosX(cosh—1)— sen Xsenh
Jx) =i h =i h

cos X cos h — sen X sen h] — cos X

Podemos reescrever esta expressao da seguinte forma

, ) cosh —1 sen h
(X)) = ’1115% KT) cos X — ( . )SenX}

Pelas propriedades béasicas de limites, obtemos que

h—1 h
f(X) = lim OS2 tim cos X — lim o lim sen X
h—0 h h—0 h—0 h—0

Mas limy,_,gcos X = cos X e limy_,o sen X = sen X. Portanto,

(X)) = {lim COSh—_l} cos X — {lim >en

h—0 h h—0 h

Como o primeiro limite, da esqueda para a direita, foi calculado no Exemplo 4 e vale 0 e
o segundo limite é o limite fundamental e vale 1, temos que

f(X)=0cos X —1sen X = —sen X

h} sen X
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Exemplo 11. A derivada de ordem n de f(X) = sen X € dada por

sen X se o resto da divisao de n por 4 é 0
(20) f(”)(X) _ cos X se o resto da dz:vz:sczo de n por 4 e: 1
—sen X  se o resto da divisao de n por 4 € 2

—cos X  se o resto da divisao de n por 4 € 3

Observe que a seqiiéncia de funcoes

FOX), £1(X), f7(X), FOX), F9(X), FOX), fOX), fO(X), fOX)...
¢é dada por
sen X, cos X, —sen X, —cos X,sen X,cos X, —sen X, —cos X,sen X, ...
pois o termo seguinte ¢ igual a derivada do anterior. Note que esta seqiiéncia tem periodo

4. Isto é, f®(X) = f*+4)(X), para todo niimero natural k. Esta é a propriedade descrita
m (20).

Exercicio 12. Encontre uma expressao para a derivada de ordem n da funcio f(X) =
5cos X

Exercicio 13. Decida a veracidade de cada uma das sequintes afirmacgoes sobre a funcao
f(X)=>5sen X —4cos X.

(i) f®)(X) nao é limitada.

(i) fUPVX) = fOI(X)
(iii) f12)(X) nunca se anula.
(iv) fOID(X) =4sen X + 5cos X
(v) F(X), F(X), f(X), fOX), fDX), fOUX),... éuma seqiiéncia de periodo 4.
(vi) fCR(X) =5(—1)Fsen X +4(—1)*"' cos X, para todo natural k.
Exercicio 14. Para a funcao
1+5cos X
X)= 22
J(X) sen? X

determine:

(i) O seu maior dominio possivel.

(ii) A sua derivada.
(iii) Os pontos para os quais a reta tangente ao sew grdfico é horizontal, caso ezistam.
(iv) Os intervalos para os quais a sua derivada é negativa.

5. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS
1. sena = cos(2 —a) e cosa = sen (5 —a) 2. (i) V (ii) V (iii) V (iv) V 3. (i)

sen A + sen B = 2sen (242) cos (452) (112) cos A — cos B = 2sen (4£2) sen (452) (iii)
cos A+ cos B = 2cos(A+B) cos(A B) ) X —Y =0 (ii) 6v/3X —12Y +6 — \/_7r =0
(ii) 3X +6Y —3v3 — 27 =0 (i )Y+1 =0 (v) 4v/2X —8Y +4v2 — 27 = 0 8.
X+Y —-+V3- 2 — 2km = 0 no ponto de coordenadas (% + 2k, \/§), para k € Z; e
X+Y +V3+ 2 — 2km = 0 no ponto de coordenadas (—% + 2k, —\/3), para k € Z 9.
(i) 1 —cos X (ii) 0 e 2 (iii) ndo 12. f™(X) = 5cos X se o resto da divisdo de n por 4 ¢
0; f™(X) = —5sen X se o resto da divisdo de n por 4 é 1; f("(X) = —5cos X se o resto
da divisdo de n por 4 é 2; f(™(X) = 5sen X se o resto da divisio de n por 4 é 3 13. (i)
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F (if) V (iii) F (iv) V (v) V (vi) V14, (i) {X € R: X # km,k € Z} (if) —22eosX b0 X
(iii) nao existem (iv) (2km,2km + 7), para k € Z
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