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1 Projegdes Cartogréficas e Geodésicas conformes

A figura fisica da nossa terra, o Geoide, € uma superficie com curvatura irreguleada ponto, e, devido a este

fato, ela é bastante inconfortavpbra ser projetada em cartas € mapas planas. DesddapaMundi de Ptolomeu

(*~100 d.C., T 178), usa-se o globo esférico como modelo matematicamente bem definido para localizar posigdes
de pontos e lugares da superficie terrestre.

Devido a esta simplificacdo da figura da
terra, foram criadas uma grande série das
mai s diversas projecBes cartograficasnco
diferentescaracteristicasEstasprojecos
témem comum o fato, de que todas usam o  Meridiana ds Raturéacia
globo esférico como modelo matematico ;
para a nossa terra pois 0 erro no produto
final cartografico, causado pela simplifica-
¢do daforma esférica da terra, geralmente é
menor do que a precisao gréfica da carta
especialmenteem escalas médiag peque- Gx

Rede de Referancla do
atlastio Innabilidnio

nas
Para as cartas em escalas grandes, cowo \L L \{
carta do cadastro imobilidrio, ou, ainda

mai s importante, para um sistema de refe

réncia de coordenadas para representacdes

d|g|ta| S, prec|sa_se de uma aproxima(;ao Figura: Projegéo QEOdéSI ca amarrandRede de Referéncia Cadastral’

mais exata do que o modelo esférico da terra.

1.1 A Figurada Terra e as ‘Coordenadas Geogréficas

Para representar a superficie fisica da terra atra-
vésde medig¢bes (distancias, angulos, altitudes
etc.) precisa-se de referéncias geometricarmaent
definidas,como eixos e superficies fixas. Na
catografia, como também nas outras disciplinas
geodésicasysa-se para este fim, em primeira
goroximagdo, uma esfera rotativa com trés eixos
X,y,Z, ou dois angulos, a longitude L (bue a
latitude B (oue).

Durante trés séculos da histéria da Geodésia
cientifica,a pergunta principal era, como cem
provara hipotese deNewton e deHuygens, que
a forma ‘verdadeira’ da terra é o elipsoide &k
rotacad.

Figura.: Sistema de Coordenadas Geogréficas

1) Histéria O elipsbide de rotagéo, achatado nos polos, foi definido p@wton em 1687, a base da suiai potese de
gravitag&o, e por Huygens 1690, abase dateoria cartesiana do redemoinho. A forma de um elipséide combinou também
com algumas observagdes, antes inexplicaveis, p.e. 0 atraso de um reldgio pendular em Cayenne, calibrado em Paris,
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Através de medicdes geodésicas, astrondmicas e gravimétricas, foram determinadas uma série de diferentes
elipsides. Alguns paises adotaram um elipsoide especifico com uma 6tima aproximacgao ao gedide regional daquele
pais. A tendéncia hoje, é 0 uso de elipsobides globais, recomendadod peraational Union of Geodesy and
Geophysics' (IUGG; o ultimo elipsdide recomendado é de 1980).

As

formulasde célculo sdo (vej&chddlbauer [47], p.1;

constantes do elipsdide, por definicdo, com & . .
P P ¢ Elipséide Pais

GroRmann [50], p.3-4; Helmert [7], p.37-38; Jor- Bessel: Alemanha, Austria, Suica, Paises Baixos,

dan-Eggert-Kneifdl [40] p. 35-37):

a)
b.)

c)

d.)

e)

)
g.)
h.)

i)

Noruega, Suécia, Japao
Krassowsky: Paises do antigo ‘Bloco de Varsovia
Hayford: OTAN

Eixo grande :2 Clake 1:  USA, Canadé
Eixo pequeno :b Clarke 2: Gra Bretanha, Franca
a? IAG6T7: Austrélia, india, Brasil

Raio da curvatura polar € = =
b Tabela: Elipsdides oficiais em alguns paises

Achatamento : f = & b
a
. . . a? - p?
O quadrado da primeira excentricidade numéria? = =
a
. . a2 - b2
O quadrado da segunda excentricidade numérigad = >
b

A Longitude Geogréafica: L
A Latitude Geogréfica: B

O comprimento G do meridiano (arco eliptico da linha do equador até um ponto P) a base da latitude geografi-
ca B pode-se calcular cém

observadopor J.Richter em 1672, ou o fato do péndulo do segundo, cujo comprimento aumenta aproximando-se na linha
doequador. A'Académie des sciences' de Paris mandou realizanedicdes de arco meridiano em duas diferentes latitudes

do globo, uma (1735-45 e 1751) por P.Bouguer € Ch.M. de La Condamine no norte do Peru (hoje Equador), e outra 1736/37
naFinlandia, por P.L.Maupertius, A.C.Clairaut e A.Celsius. Estas medi¢8es tinham como Unico objetivo a confirmacao da
tesede Newton e Huygens, aplicando os ultimos conhecimentos da astronomia e os métodos mais modernos de medicao

e retificagdo da época como constantes astronémicas aperfeicoadas (precessao, aberragdo da luz, refracdo atmosférica)
nutagcdo do eixo terrestre, medi¢do da constante de gravitagdo com péndulos, e a correcéo do desvio do prumo, observado
pelaprimeiravez em 1738 por P.Bouguer nas medi¢6es no Chimborasso (Equador). Junto com a re-medi G@Eeadde

Paris por Cassini de Thury eN.L. de La Caille, aretificacéo das observagdes confirmou o achatamento do globo terrestre
ecomissooelipsoide de rotacdo como figura matematica e primeira apoximacao a geometria da terra. Em CT4i3aut

publicou osresultadosna sua obra classica sobre a Geodésia. Nos anos seguintes, a base teérica da Geodésia foi aperfeicoa-
da, em primeiro lugar pord'Alembert (‘Determinacdo do Achatamento da Terra através da Precesséo e Nutacdo') e

também por Laplace, que determinou o achatamento somente através de observacdes do movimento da lua, considerando
avariacdo da densidade da terra. O desenvolvimentadaulo de Probabilidades' (Laplace, 1818) e do 'Método dos

Minimos Quadrados' (C.F.Gauss, 1809) aperfeicoou aretificacio de observacdes e melhorou os resultados das triangul a-
¢Oes. O séculol9 iniciou com o descobrimento de Laplace, que a figurafisica daterra é diferente do elipséide de rotagéo,
comprovad@ela observagdo diesvios do prumo, como diferencas entre latitudes astronémicas e geodésicas. Em 1873,
J.B.Listings usou pela primeira vez o nom@eoide para afigurafisicadaterra. O restosgoulo 19 foi marcado pelos

grandes trabalhosdas 'medicGes de arco meridiano' dos geodesistas junto com os astrbnomos, para determinar s

parametros daguele d i psoide que tivesse a melhor aproximacao com aterrafisica, o gedide. Os elipsoides mais importantes
da época eram os diessel (1841) e deClarke (1886 e 1880).

? segunddordan/Eggert/Kneissl [40, pag.75-94]
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G=E "B +E, sen(2B) + E, - sen(4B) + E, - sen(6B)
Sendo
EO _ é . (1 B i.e 2, -4=5--e'4 _ 175'e,5 N 11025'6,8
0 4 64 256 16384
E, - c-( fé--e’2+-1=5--e'4 ~ 525-e'6+ 2205-e’8)
8 32 1024 4096
E, = ¢ ( L A5 e 105-e'6+ 2205-e'8)
256 1024 16384
E, = ¢ ( B 35_,6+ 315 L&)
3072 12288
c = raio (da curvatura polar)
€ 2-cos’B = Quadrado da 22 excentricidade numérica do elipsoide de referéncia
_ 180°
T

j-) A latitude geografica B pode ser calculada a base do comprimento G do meridiano,

B=o0+F, - sen(o) + F, - sen(4o) + F, - sen(6o)
sendo:
G
0= —
EO
B oS- Buer, Sgn 175 ge, 105
) 4 64 256 16384
Foo-( Sz Bee 218 g6 255
8 16 2048 4096
F,=0-( +i-e’4—i-e’6 +5=33.-e’8)
256 256 8192
F, -0 ( 151 Lge 453 e ®)
6144 12288

Os parametros de alguns elipsoides séo:

Bessel Hayford Krassowsky 1940 IAG67

1841 1909 1967
a 6 377 397,155 m 6378388 m 6 378 245 m 6 378 160 m
b 6 356 078,963 m 6 356 911,946 m 6 356 863,019 m 6 356 774,504 m
c 6 398 786,849 m 6 399 936,608 m 6 399 698,902 m 6 399 617,442 m
f 1: 299,15281 1:297 1:2993 1: 298,247
e2 0,006 674 372 0,006 722 670 0,006 693 422 0,006 694 609

)

)
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Bessel Hayford Krassowsky 1940 IAG67

1841 1909 1967
e'2 0,006 719 219 0,006 768 170 0,006 738 525 0,006 739 729
n 0,001 674 184 8 0,001 686 340 7 0,001 678 979 2 0,001 679 278

O dipsdide recomendado em 1967, pelldriido Internacional de Geodésia e Geofisica’ (IUGG), como referéncia
para medicOes e projecBes geodésicas e cartogréficas, foi adotado como elipsdide oficial para a Cartografia
Brasileira (IAG67 da tabela).

1.2 C.F. Gauss® e a Projecdo Transversal de Mercator

Para a descricdo numérica de pontos no plano, usa-se sistemas de referéncia (sistemas de coordenadas) - en
primeiro lugar, o sistema cartesighoom dois eixos ortogonais, aoscissa e aordenada. Qualquer ponto dest
plano pode ser localizado através de um par X,y de nlimeros. Todeametriaanalitica e ateoria de funcdes esta
baseada neste sistema.

Para um objeto esférico ou elipsoidal, como a nossa terra, temos geralmente um sistema de coordenadas, chamado
‘coordenadasgeograficas’, onde dois angulog,(A na esfera,¢,A°> no elipsdide) definem a posicdo de um ponto
na superficie (esférica ou elipsoidal).

%) Gauss, Carl Friedrich, [origind adem&o: Gaul3]
(*30.4.17 77 em Braunschweig, T 23.2.1855 em Gottin pes82016360
gen), matematico, fisico, astrdbnomo e geodesista alemao.

Gauss € um dos matemati cos mais importantes da histo-

ria, intitulado Princeps mathematicorum, deixou traba
Ihosimportantesem varias disciplinas mateméticas e em

outras ciéncias, com uma grande preocupacdo com a

utilidadeprética das teorias desenvolvidas. Gauss formou-

se em 1795-98 na Universidade de Goéttingen comaum -
bolsa de estudos do Duque de Braunschweig, em 1801

Gauss publicou sudisquisitiones arithmeticae, queé — -
Carl Friedrich Gauss na nota alema de ‘10 Marcos' com a

consideradocomo 0 maior avango progressivo na ’ e i
mateméica desde a época da Grécia antiga. A publica@ﬁg‘pa”a de Gauss' da Distribuicdo Normal na frente € a
‘Triangulagcdo de Hannover’ no verso.

mai s importante entre os trabalhos astronémicos foi a
‘Theoria motus corporum coelestium’ de 1809, onde
Gauss desenvolveu também ‘método dos minimos quadrados’ para 0 ajustamento de erros de observagdes. A partir de

1816, Gauss trabalhou também em levantamentos topogréficos e trigonométricos do reinado de Hannoverp inventou
heliotropo, um espelho solar para marcar pontos de triangulacéo, e aplicowétselo dos minimos quadrados paraa
compensacdo dos erros de medigdo dos célculos das redes de triangulagdo, e desenvolveu métodos para e célculo d
projecOes cartograficas, Projegdo Gauss-Kriger. Para o célculo simples de areas, usando as coordenadas dos pontos limites,
Gauss desenvolveu aFérmula de area de Gauss. Além de outros trabalhos fundamentais na 6tica, mecénica, éisica
geometria, Gauss trabalhou na Geodésia desenvolvendo as férmulas bésicas da teoria de potencial e da geometria
diferencial de superficies curvas, publicado em 1827 na sudisquisitiones circa superficies curvas, que permitemo

calculo de angulos e distancias na superficie do elipsdide terrestre.

Lit.: [1] Dieudonng,J.: L’ cevre methématique de Carl Friedrich Gauss, Paris 1962 - P2innington,G.W.: Carl Friedrit

Gauss, titan of science, New Y ork 1955

* T

"
[ 1
.

GEJTSCHE BAMDESRA S

% termo derivado ao matematico frand@né Descartes(* 1596, 11650),

% Os simbol os usados n&o s&o unificados e diferem entre os distintos autores. Para ter compatibilidade com a literatura da
Geodésia Matemética internacional, agubagitude elipsdidal €L e suaLatitude éB .
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Parater uma ligagdo entre as coordenadas geogréficas, determinadas com métodos astrondmicos, e as coordenadas
planas (cartesianas), existe uma série das mais diversas transformagdes (projecdes); em primeiro lugar, usadas para
projecBescartogréficas. Todas estas projecdes tém como fundamento, que néo é possivel projatsuperficie

curvaem um plano semdeformar a geometria do original. Em consequéncia deste fato existem diversas projecdes
para os diferentes usos.

Foi o flamengo Gerhard Krenfermais conhecido como ‘Mercator’, quem publicou o primeiro fmepa uma

projecdo ‘conforme’ da terra esférica em um cilindro com orientagdo transversal, onde os angulos tinham o mesmo
valor no original esférico, assim como na projecdo plana da carta. A utilidade prética era, em primeiro kugar’,
navegacao nos mares.

Figura: A projecdo conforme de Gauss

) Mercator, Gerardus (Gerhard Kremer, *5.3.1512 em Rumpelmonde/Flandria, 12.12.1594 em Duisburg), flamengo
alemao,
gedgrafce cartdgrafonais famoso da época do renascimento, formacao em fil 0sofi3
matematicadas Universidades de Herzogenbusch e Léwen, aluGendea Frisius.
Obras. 1537 mgpada Pdestina, 1538 primeiro mapa mundi, 1540 mapa da Flandria, 1540
globaterrestre e 1551 globo celeste parangperador Carlos V., 1552 novo domicilio
em Duishurg, intitulado como'cosmégrafo' peloDuque de Julich, 1554 mapada Europa
em 15 folhas, 1569 a obra mais famosa de M., 0 mapa mundi em 18 folhas com a
Projecdo de Mercator, ele mesmo declarou essa projecdo comidogd et aucta orbis
terrae desaiptio ad usum navigantium accomodata’, 1578 (22Ed. 1584) mapas antigos
dePtolomeu em 27 folhas, 1585dic8o das primeiras (51) folhas do Atlas Moderno; o
filhodeM., Rumold M, terminou o atlas com 107 folhas em 1595. Na época dos grand
navegadoresdas conquistas de novos continentes, as oficinas cartograficas de M
Duisburg eram reconhecidas como o ‘centro mundial do saber geogréfico' e M. era
titulado como dngenio dexter, dexter et ipse manu'.
Lit.: DURME,M. VON: Correspondence Mercatorienne; Antuérpia 1959 - Gerhard ¥ 4
Mercator 1512 bis 1594 zum 450. Geburtstag, Duisburger Forsch. VI, Duisburg 1962.  Gerardus Mercator, quadro
do ano 1574

") Autor verdadeiroda Projecio de Mercator, antes de Mercator, foi Erhard Etzlaub, (*1460, t1532), Astronomo e
cartdgrafo alemdo de Nuremberg.
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Desdeos trabalhos de Gauss também temos as férmulas para a projecao analitica do elipséide, como mo caso d
Mercator,em um cilindro com orientac8o transversal. A caracteristica mais importante Plesecdo de Gauss
€ a ‘conformidade’, que é garantida apenas em partes diferenciais, ou, segundo Gapssjuenaspartes'.

Aplicando a ‘projecdo conforme de Gauss', temos um segundo sistema de referéncia de coordenadas que nos
permite também, como no caso das coordenadas geograficas, descrever numericamente a posicao de pontos n
superficieelipsoidal da terra. Estas coordenadas sdo cartesianas, também com dois eixos ortoguumisada y

(orientada ao leste) e abscissa x (orientada ao norte).

Como em todos os casos da projegdo deaum
superficiecurva em um plano, também no caso
daprojecdo conforme d&auss, temos defor-
magdes de comprimentos. Para o meridiano
tangente da projecdo, esta deformagdo é zero -
mas, quanto maior a distancia de um ponto do
meridiano tangente, aumenta-se também a de-
formagdo do comprimento. Devido a este fato,
L.Krlgerlimitou a projecdo de Gauss a um
fusode 3° (1°30' a ambos os lados do meridia-
nocentral), e desta maneira limitou também a
deformacgaados comprimentos a valores acei-
taveis.

Deste modo, qualquer ponto da superficie
eliptica da terra pode ser localizado através de
um par y,x de nUmeros. Sem modificacéc al
guma, todas as férmulas matematicas deigo-
nometria plana e dageometriaanalitica po-
dem ser aplicadas.

As equagbes entre as ‘ Coordenadas Geogréfi-
cas’ (elipsoidais)e as ‘ Coordenadas Gauss’

(planas) segund@roffmann [50] so:

N

x
Il

Coordenadas ‘ Gauss' na superficie do elipséide

G + 2- t cos?B (.=I.)2 + — t cCOSB (5 ~t2 . gnz (.=I.)4 o
2 o 24 0

y = N cosB LN cogB 1-t>-1 (=|-)3 - N cosB (5 - 18t2 +t% (=|-)5 + o
o} 6 0 120 0
com
| = L - L, (meridiano - meridiano central)
2 Rh2
t = tanB, mn?-= €2cos’B, €2 - §2 2b ,
b
N = raio da curvatura transversal, = comprimento do arco meridional
a,b = raio maior e menor do elipsoide
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1.3 Os Sistemas Gauss-Kruger e UTM no Brasl|

Devidoas vantagens geométricas da projegdo de Gauss, principalmente pela conformidade, o Brasil fei um do
primeiros paisesaadotar diversas variacdes desta projecdo; em primeiro lugar, para a representacao do territério em
cartas e mapas.

1903 : ‘Projecao Poliédrica’
A ‘Comissio da Carta Geral do Brasil’ adotou em 1903, uma projecdo cartogréafica, na qual, a figura da terra
erasmplificadacomo esférica, onde cada folha era a projecéo, em escala menor, da superficie da esfera em um
plano, tangente no centro da area projetada.

1932 : Projegdo ‘Gauss-Kriger' - com fusos de 3°

Cincoanos ap6s a Alemanheo ‘Servico Geogréafico do Exército’ (SGE) também adotou o sistema Gauss-
Kruger com fusos de 3° e fator de escala m=1.0 no meridiano central.

1943 : Projegdo ‘Gauss-Kriger' - com fusos de 6°

O geodesista francéierre Tardi apresentou 1938 a IUGG uma projecao ‘ Gauss-Kriiger modificadan co
dois meridianos secantes em vez de um meridiano tangente. Deste modo, o fuso podia ser ampliado em até 6°,
sem aumentar a escala nos bordos do fuso.

Em 1943,0 SGE adotou a proposta de Tardi como nova norma para a cartografia brasileira, com 7 fusos para
o territério continental do pais.

1955 : O sistema UTM

A 1UGG recomendou a proposta de Tardi, denominada ‘Universal Transverse Mercator’ (UTM), apenas
modificando o valor de reducéo da escala e a simbologia dos eixos.

Desde 1955, a Cartografia Brasileira usa o sistema UTM para 0 mapeamento sistematico do pais.

1.4 As Deformactes projetivas das Coordenadas UTM

O sistema UTM éuma projecdo geodésica, que foi recomendada pela IUGG, em primeiro lugar, para a cartografia
em pequenas e médias escalas. Para esta finalidade, a Cartografia Brasileira adotou o sistema UTM no ano 1955,
principa mente para 0 mgpeamento sistematico do pais. Aplicando esta proje¢cdo no mapeamento em escalas grandes,
por exemplo 1:1000, caso da ‘Carta do Cadastro Imobiliario’, deve-se contar com maiores deformacdes projetivas
que podem chegar a valores de até 1 metro por Kilémetro (ou de Z0@a@na areas de 1kn).

Estasdeformagdemdo sao constantes: seu valor € zero no meridiano central de cada fuso, enquanto que no canto
dofuso (L £3°), a deformacdo é maxima. Fusos largos, entéo, tém deformacdes maiores do que sistemas com fusos
estreitos.

Historicamente,a primeira aplicac@o da projecdo UTM foram as cartas militares da OTAN com concent@acdo n
Europacentral na faixa entre 50° a 60°. Nesta faixa, conta-se com um enéximo entre +16,7cm/ km (canto do

8) em 1927, a projecdo Gauss-Kriiger foi legalmente adotada na Alemanha como Unico sistema de referéncia em todo
teitorio do pais, tanto para a confecgdo das cartas do cadastro imobiliario, como também para as coordenadas dos pontos
do sistema de referéncia de medicdes (Coordenadas Gauss-Kruger).
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fuso) e -5,7cm/ km (centro). Nas latitudes do Brasil, devido as dfs-. . .
tanciasmaiores entre os meridianos centra&sos cantos dos fusog Projecao UTM G.-K.
a mesmaprojecd8oUTM tem deformactes com valores entre 63,3 fuso +6° +3°
cm/km (latitude de Porto Alegre) e 98 cm/km (Belém) nos dois escala 9996 10
cantos de cada fuso.
Latitude k k [cm/km]
Deve-secondderar também, que a projecdo geodésica para o Cajas— [cm/km]
tro Imohiliario também é usada como referéncia para a representafao
numéricaou digital de todos os objetos acima e abaixo da superfitie 98,1 20,9
terrestre - por exemplo, para os Modelos Digitais de Terreno, o 10° 93.9 20.2
Geoprocessamento oupara projetos digitais de engenharia (rodovias . :
barragenslinhas de transmisséo denergia, etc.). Para estas reprg  2(Q° 81,8 18,4
sentac@esuméricas precisam-se de unm@Eojecdo com um minimo
dedeformacdo projetiva e com um maximo de aproximagdo do sisfe- 30° 63,3 15,6
ma de coordenadas na superficie ‘real’ da terra.
40° 40,7 12,2
50° 16,7 8,6
60° -5,7 5,2
70° -24 2,4

Tabela : Deformacgdo k em centimetros/km 10
cantos dos fusos

15 A Precisio numérica das Féormulas de Célculo

Asformulas, aplicadas ao territério brasileiro até uma latitude de aproximadamente 50°, garantem assseguinte
precisdes para a projecdo UTM:

Coordenadas planas através de coordenadas geograficas. . ............... 0.1 mm
Coordenadas geogréficas através de coordenadas planas. . ............... +0.00 00 3"
Convergénciameridiana . .. ..ot +0.00 1"
Fator de escala . . ...t +0.000 000 1

Edtas precisdes séo ‘ precisdes de calculo numérico’, causadas pela limitagdo aos elementos relevantes do desenvol-
vimento dasférmulas de projecdo, e ndo devem ser confundidas com a precisdo das medic¢Oes, precisdo da determi-
nacaode pontos, erros no modelo matematico, ef@eralmente, na geodésia, a precisdo do célculo deve superar a
precisdo das medigdes, nho minimo com um fator 10, e ainda melhor com 100.

2 Célculo de Coordenadas da Projecdo de Gauss

Gauss, e também os autores modernos da proje¢do Gauss, usam 0 ‘sistema geodésico’ de coordenadas, onde o
eixosséo trocados (sistema y,x) em comparagdo com o sistema geralmente usado na geometria analitiea (sistem
X,¥). Na literatura internacional, em algumas publicagGes, também ¢é usado o sistema mat&matico.

%) Recomenda-se verificar em cada fonte de literatura sobre projecdes geodésicas, qual é o sistema de eixos (y,x) ou (X,y),
equa éaorientacdo do azimut t.
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X
A Q| {ais)
Qy (++)
+ xl
4
| '
|
| |
1
7 | o
13 : 2{¥q.%y)
I 2:72
11y¥q %4} .
¥
Qy (-1} Q) f#1-) -
¥-x
Figura: Sistema de coordenadas y,x Figura: Distanciano sistemay,x

Esta ‘troca de eixos' dos sistemas geodésicos de coordenadas tém trés justificativas:

1. A orientago postivada rotagdo (leitura) das dire¢Bes dos teodolitos é oposta a direcdo do angulo definido na

matemética. Enquanto o teodolito ‘mede’ os angulos em ‘sentido horédrio’, na matematica a orientacéo é ‘anti-
horéria’.

2. O azimut t é definido, na matematica, como o0 angulo eatr@xo X (positivo), na direcdo rotativa ao eixo y
(positivo).Na geodésia, o azimut é a diferenca entre a direcdo ‘Norte’ e a direcdo entre dois pontos, en
‘sentido horario’.

3. Todasas férmulas degeometriaanalitica podem ser usadas, sem modific@bguma, para todos os calculos
geodésicos. Por exemplo, calcula-se o aziahtre dois pontos com:

y2 _yl

X =X

2
t” = arctan(

)

Asformulasbésicas sdo suficientemente desenvolvidas na literatura cléassicaeddésiaMathematica’, especial-

mente nas monografias déruger [10, 11], Hristow [25], Hubeny [32] assim como nos livros déroffmann [50] e
deJordan/Eggert/Kneissl [40].°

O presente desenvolvimento é baseado, em primeiro lugar, nas formulaSa®dlibauer[47]. Enquanto os autores
anterioresdesenvolveram as férmulas de Gauss de modo adequado para o calculo logaritmico usandcetabelas d
coeficientes, Schodlbauer redesenvolveu as formulas para o calculo numérico por computadores.

Em variacéo da apresentacdo das férmulas de Schodlbauer, as diferentes férmulas para as diversas aariantes d
projecadode Gauss, sdo unificadas a um Unico caso. Desta maneira, toma-se em conta, que as projecées Gauss
Kriger e a projecdo UTM sdo projecOes derivadas de um Unico tipo basitderejecdo Conforme de Gauss'.

1) Gauss propriamente, nunca publicou sua teoria da projecéo conforme ‘em pequenas partesSchosidier quemn
descreveu em [6] os trabalhos da medicao e projecdo de Hannowerjger, quem apresentou as formulas de ronod

sistematico e Hristow e Hubeny, reformularam as equacfes da projegdo com as ferramentas modernas da geometria
diferencial.
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2.1 As Coordenadas vy, X

F-3°
(Zona - 30) - 6° - 3°

Com Gauss-Kriger: LO

UTM: Lo

adiferenca AL = L - L, (Longitude do ponto a transformar menos Longitude do meridiano centra), &
coordenaday,x de um sistema plano e conforme (segundo Gauss) podem ser calculadas com:

X = [t,], + [t,] - AL® + [t,] - AL* + [t,] - AL®
y = [t], + [t], - AL® + [tg], - AL®

com os coeficientes

[t,], = m,-G = G(B) = comprimento do meridiano da Latitude B
m
[t,], = —=-N-cos’B-t
2p?
m, 4 2 2
[t,], = =="N-cos'B-t- (5-t°+9n°)
24p*
mH
[t], = N- cos®B-t- (61-58t2+t4)
720p°

m,
[tl]y = |=2|'N'COSB
Y
m 2. .2
[t,], = —="N-cos’B-(1-t*+7)
6p°

m
[t], = 120“ =-N-cosB- [ 5- 18t %+t *+ n*- (14- 58t%)]
P

2.2 A Convergéncia meridiana ¢

Horle Geografice

c = [t 1 AL + [t,], - AL® + [t] - AL®

/ R \

com os coeficientes Il'l # | ? ll‘t

[t]. = cosB-t = senB ’;’] |l \'.

[t]. = é-cosss-t-(hsnz) ;g k\{i
3p? | ‘:=u-

[t], - =1 -cosB-t-(2-1?) | | \
o w

Ly Ly+2

Figura: A Convergéncia Meridiana
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2.3 O Fator de Escala m
m=my, + [t],  AL® + [t], - AL®

com os coeficientes m,, ,
[tl, = -=2--coszB-(1+n)
2p
M : > 2
(4], = cos'B-[(5-4t?) + n?(14-28t?)]
24p%

Parametros: t = tanB
n? = € 2-cos’B

N = c = Raio da curvatura transversal
V1+ ’r]2
180°
T

Gauss-Kriiger: ¢

6 398786,849m = Raio da curvatura polar (Elipsoide Bessel)

e < = 0,006 719219 = Quadrado da 22 excentricidade numérica (Bessel)
m, =1
UTM: € = 6399935608m = Raio da curvatura polar (Elipséide Hayford)

e'2 = 0,006 768170 = Quadrado da 22 excentricidade numérica (Hayford)
m, = 0,9996

24 As Coordenadas Gauss-Kriger e UTM

Os resultados y, x da transformacéo tém notacdes diferentes, segundo as especifileacéda um dos sistemas
Gauss.

Peraevitar ordenadas negetivas (sign(y) = negativo) no lado esquerdo do meridiano central de cada fuso, aumenta-se
o valor da ordenada por 500 km (nos trés sistemas).

Gauss-Kriger (R,H): Os primeiros digitos da ordenad®contém o nimero do fuso em milhdes. Os fubssio de
3° (1° fuso L,=3°, 2° fuso L4=6°, ...).
L
R=10%- + k + y com k = 500000m
30
H

f

X
Ly

30

UTM E,N): Os fusos-UTM (chamados ‘Zona’) sdo de 6° (1° fuggl77°W, 2° fuso L=171°W, ...).

E=y+k com k =500000m
X

Z
[

L, + 3°
f H + 30 = Zona (UTM)
60
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25 Exemplo numérico
Através das ‘ Coordenadas Geogréficas' (elipsdide UGG 1967) do Ponto 1 serdo calculadas:
a) as coordenadas da Projecdo de Gauss, na versdo UTM,

b.) a convergéncia de meridiano,
c.) o fator de escala

Solucéo: Ponto 1L = 49° 16 15,2448*W B = 25° 25 50,1256“ S
L = 49.27090133° W B = 25.43059044° S
Projegdo = UM Fuso = 22

N...... 6382100. 5076
dL ..... 1.72909867
Coordenada y : tly .... 173870. 47154522
t3y ... 16. 77685924
t5y ... 0. 00078855
Dy ..... 500000. 00000000
E ...... 673887. 24919301
Coordenada x : tox ... 2812637. 35519706
t2x ... 1126. 60735981
tax ... 0. 33636818
t6x .... 0. 00008277
xL ..... 2813764. 29900783
N ... (-)7186235. 70099217
Convergéncia c : tlc .... 0. 74250500
t3c 0.00018688
t5¢c 0. 00000006
C .. 0. 74269193
Fator escala m: nmH ..... 0. 99960000
t2m 0. 00037329
t4m 0. 00000010
m...... 0. 99997339

PRO- GAUSS VERS 1.0

Cal cul o da Projecdo Ceodésica de Gauss

Longi t ude ELg ..... : -49.16152448 dec = -49.27090133

Latitude B) ..... : -25.25501256 dec = -25.43059044
Gauss-Kriger .................... R : 104372161. 5416 c -0.3244956743
H: -7185912. 8499 m 1.0002017713
UM E : 22 673887.2492 c 0. 4433690958
N : -7186235. 7010 m  0.9999733873

El i pséi de de Referéncia : Gauss—KrU%ﬁy = Besse
M = | UGG 1967
PBG = | UGG 1967
1 FIM 2calc 3 4 5 6 7 8 9 0

CépiadeTela: Célculo da Projecao Geodésica de Gauss
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3 Transformagdo entre Coordenadas Gauss e Coordenadas Geogr éficas

O problemado cdaulo das coordenadas geogréficas, da longitude L e da latitude B, de um ponto P, é a inversdo do
problema do capitulo 2.

O presentedesenvolvimento é baseado principalmente nas férmul8shdelbauer [47], assim como também no
caso do capitulo 2.

3.1 As Coordenadas de Partida Gauss-Kruger e UTM

Gauss-Kruger: X =H
y =R - (F-10° + k) com k = 500000m e F = primeiras cifras de R
L, =F-3
UTM: X =N
y = E - k com k = 500000m
L,° = (Zona - 30) - 6° - 3°
Parametros: te = tanB,
N’ = €7-cos’B;
N = —__ - raio da curvatura transversal
«1+nﬁ
Gauss-Kriger: C = 6398786,849m = Raio da curvatura polar (Elipsoide Bessel)
e 2 =0,006719219 = Quadrado da 22 excentricidade numérica (Bessel)
m, =1
UTM: C = 6399935,608m = Raio da curvatura polar (Elipséide Hayford)
€2 = 0,006768170 = Quadrado da 2 excentricidade numérica (Hayford)
m, = 0,9996
Polo Norte
3.2 As Coordenadas geogréficas L, B Latitude
AL
B(F)
H X B(F)
BF = B(GF) = B(m=') = B(TI)
H H
= Latitude geogréfica do ponto G; =x \\;I—:_%':- P
B = BF + [tz]B'y2 + [t4]B'y4 + [te]e,'y6
I R (A IR AR (A R < il
com os coeficientes /I:H
— y
o
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[ty = - —L—t (1 0

2N 2 m,

[t], = + —E——t.-(5 + 32+ 6n.2[1 - t2])
24N m,/}!

(o - - oot (61 - 90, + 451,
720N_°-m,,

(bl =+ : >
N - cosB.-m,

(4], = - b (1 27+ n?)
6N_3-cosB_-m,?

[t], = + X (5 + 28t,2 + 24t%)

120N.° - cosB.-m,°

3.3 A Convergéncia Meridiana ¢

c=[tlery + [tdey® + [t y®

com os coeficientes

(4], =+ & T

N mg?
(L], = - —f—t (1 + t7 - 1)
3N 3.m. 3
F H
(] = - bt @ 57 3
F H

3.4 O Fator de Escala m
m=my + [t -y? + [t y*

com os coeficientes

1

(L1, =+ (1 + n?)
2N.2m?
1
(L] = + =———"t"(1 + 61.2)
24N m,

GEODESIA online4/ 1997

15



Philips,J.: As Projecdes de Gauss e as Coordenadas UTM

35 Exemplo numérico

Através das ‘Coordenadas Gauss' (elipséide IUGG 1967) do Ponto 1 serdo calculas:
a.) as ‘Coordenadas Geograficas',
b.) a convergéncia de meridiano,

c.) o fator de escala

Solucéo para pontos com ‘Coordenadas UTM:

Ponto 1: E =673 887,2490m  N(S) =7 186 235,7010m
y = 673887.2492 X = -2813764.2990
Projegdo = UM Fuso = 22

NF ..., 6382103. 4547
Y oo 173887. 2492
Longitude L : LH ..... -51. 00000000
tiL ..., 1.72941081
t3L ..., -0.00031224
t5L ... 0. 00000010
Lo...... -49. 27090133
Le ..., 49°16' 15, 2448" W
Latitude B : BF ..... 25. 44076734
t2B .... -0.01018047
t4B . ... 0. 00000358
t6B .. .. -0. 00000000
B...... - 25. 43059045
B> ..... 25°25' 50, 1256" S
Convergéncia ¢ : tlc .... 0. 74291644
t3c .... -0. 00022460
t5c .... 0. 00000009
C o 0. 74269192
Fator escala m: nmH ..... 0. 99960000
t2m . ... 0. 00037336
tdm . ... 0. 00000002
m...... 0. 99997339

PRO- GAUSS VERS 1.0

Coordenadas Gauss => Coordenadas geograficas

Gauss- Kr uger R 0.0000 c : L
H: 0.0000 m: B
UM ... E : 22673887.2490 «c¢ : 0.44336909 (L) -49.1615244800
M central = -51° N : -7186235.7010 m: 0.99997339 (B) -25.2550125603
el i pséide de referéncia :
UTM = | UGG 1967
1 FIM 2calc 3 4 5 6 7 8 9 0

CopiadeTela: Calculo das Coordenadas Geograficas
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4 Transformacdes de Coordenadas-Gauss entre Fusos

Para projetos de medi¢do ou célculos geodésicos, como por exemplo, de areas de parcelas, todos os pontos de um
objeto (de um bloco, daum municipio, etc.) devem ser definidos em um Unico sistema (fuso) de coordenadas. No
caso de que aquele ohjeto seencontre dividido entre dois fusos da projecéo geodésica de Gauss, deve-se transformar
uma parte dos pontos de um fuso para o fuso vizinho.

Os dois casos, a transformagéo do ‘fuso-oega'a o ‘fuso-leste’ e a transformacéo do ‘fuso-oeste’ para o ‘fuso-
leste’, geram também diferentes férmulas de calculo. Nas seguintes formulas, o sipbefmdsentafuso-oeste’

e F_ usado para ‘fuso-leste’, os elementos desho marcados com um asterisco (*), por exempl® parao
meridiano principal do fuso-leste.

Geralmente é costume estender os fusos acima do valor da definigdo, criando uma zona de sobreposigdo. Nest
zona, todos os pontos eram registrados nos dois fusos, com coordenadas duplas, de acordo com o meridiano d
referéncia de cada fuso.

O problema de célculo da transformacgdo pode ser resolvido de maneira simples, calculando-se em uroprimeir
passo as coordenadas geogréficas a partir das coordenadas Gauss (G.-K. ou UTM) dos pontos de um fuso (segundo

o capitulo 3), e logo, em unsegundo passo, calculando-se a base destas coordenadas geograficas as coordenadas
Gauss do fuso vizinho.

Entre diversas outras solucdes exatda literatura da Geodésia Matematica, a presente solucdo foi escolhida, em

primeiro lugar, pelo fato de que a programacdo das formulas pode-se basear em grandes partes em rotinas ja
programadas para a solu¢cdo dos problemas dos capitulos 2 e 3.

4.1 Férmulas de Calculo: Sistema Oeste para o Sistema Leste

a.) Coordenadas Gauss no sistema o&ste

Gauss-Kruger: X =H
y = R - (F-10% + k) com k = 500000m e F = primeira cifra de R
L, = F-3°

UTM: x =N

y = E -k com k =500000m
(Zona - 30) - 6° - 3°

—
Il

b.) Coordenadas Geogréficas do Ponto P no sistema L

B = B(Y,x)
AL = AL(y,x)
L =L, +AL

... segundo as formulas do capitulo 3.1

c.) Coordenadas Geograficas do Ponto P no sistepfa L

™ vide capitul o 3 para os val ores dos parametros
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L, =L, + AL,
AL" =L - L)
com ALH G.-K) ~ 3% ALH (ut™M) ~ 6°; ALH (PGB) 2°

d.) Coordenadas Gauss no sistema lesteX)L

x" = x(B,AL™")
= y(B,AL")

<
1l

.. segundo as formulas do capitulo 2.1

Gauss-KrugerH « = x*
R*=10%(F +1) + k + y~ com k = 500000m

UTM: N* =x*
E"=y" + k com k = 500000m

Zona® = Zona + 1

4.2 Formulas de Célculo: Sistema Leste para o Sistema Oeste
a.) Coordenadas Gauss no sistema |k, *)

Gauss-Kruger:
X*=H"
y"=R" - (F"-10° + k) com k = 500000m e F* = primeira cifra de R"
L, = F3
UTM: X* _ N*
"=E" -k com k =500000m
(Zona™ - 30) - 6° - 3°

I'_L<
T

b.) Coordenadas Geograficas do Ponto P no sistepfa L

B =B(y",x")
AL = AL(y ", x")
L =L, + AL’

... segundo as formulas do capitulo 3.1

c.) Coordenadas Geograficas do Ponto P no sistema L

13 vide capitul o 2 para os val ores dos parametros
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L, =L, + AL,
AL =L - L,

6°; AL =2

com AL =3° AL H (PGB)

H (G.-K) HUTM)

d.) Coordenadas Gauss no sistema oeste

X = X(B,AL)
y = y(B,AL)

... segundo as férmulas do capitulo 2.1

Gauss-Kruger:

H =x
R=10°(F" - 1) + k +y com k = 500000m e F* = primeira cifra de R"

UTM: N = X
E=y+k com k =500000m
Zona = Zona® - 1

5 A Reducdo de Distancias e Areas

Segundo Grolimann [50, p.53-55], a redugcdo numéri-
ca de distancias por deformacgfes projetivas é

d +xl
D-d-= - |6=2| . (Y12 A y22) 5«'3 Corregao em y
r

ondeos y sdo as distancias diretas dos pontos do
meridiano central (em km).

Com uma ordenada média de

Yo - 222

2

e um fator de escalarpara o meridiano central, temos:

y2
d:mH-D-(1+-Tmz-)

Para a reducdo de areas (integral entre os limit@syy) temos uma férmula semel hante:

f
Fofomes M O vaye %)
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ou com a ordenada médig y

2
foFom, - (1+22
r2

Segundo estas formulas, o valor da deformacéo projetiva é uma fungdo de uma Unica variavel, da distdncia d
meridiano central (e nao da latitude!). Mas a ‘abertura’ do fuso, e com isto a disténcia maxima dos montos d
meridiano central, depende da latitude geografica.
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