SUBMODULOS DE MODULOS LIVRES

Teorema: Seja R um DIP, E um R-médulo livre, A um conjunto (de indices), {er}ren
uma base (livre) e F C E um submédulo. Entdo F é livre, e tem uma base indexada por um
subconjunto de A.

Demonstragao: Considere que A estd bem ordenado, e para cada A € A a projegdo
1ty ¢ E — R. Em outros termos, sendo x = }} x e, € E qualquer, com x, € R para
cada A, temos 1) (x) = x, para cada A € A. Para todo u € A, considere

Ey = P Rex

ALu

e [y = FNE,. E facil ver que mu(F,) € R é um ideal. Como R é DIP, entdo
ny(Fu) = (ay) para algum a, € R. Como a, € m,(Fy), escolha f, € F tal que
ny(fu) = au, para cada u € A. Perceba que ao aplicarmos 7, sobre os submédulos
F,, terlamos possivelmente alguns a, se anulando. Dai, resgataremos apenas os
p € A para os quais a, # 0. Considere entdo Ag = {u € A; a, # 0}. Vamos
mostrar agora que { f,, } uea, € uma base (livre) para F.

i) {fH}HEAO é livre:

Considere uma combinacdo linear

@ Z cufu=0
UEA

onde ¢, € R para todo u € Ag . Alguns desses coeficientes ¢, podem ser nulos
e, portanto, ndo interessam por hora. Assim, considere A1 = {u € Ag ; Cu # 0}.
Suponha por contradi¢do que A; # @ . Como a combinacdo linear é finita, temos
que A1 é um conjunto finito, bem ordenado e ndo vazio; seja 1 0 maior elemento
de f. Dai, para todo p < pq temos 7y, (f,) = 0 (lembre que cada ) (x) calcula o
coeficiente de x com respeito ao elemento ¢, da base de E e, portanto, se anula em
qualquer outra “direcdo”). Portanto, aplicando 71, na equagéo (1) temos

”m( Z C#fu) = 71,(0)

UeN
Cupyy =0

¢y =0 ou ay, =0

que é uma contradi¢do com a construgdo de Ag e A; .

ii) {fu}uen, gera F:

Observe que E = | J E, . Entéo | JFu = JFnE,=Fn|| JE,|=FNE=F.
UEA HEA UEA UEA
Portanto, F = UF# = U F,. Dado A € A, considere Ay = {u € Ag; u < A}
UEA uehp
Suponha que A é o primeiro indice tal que {fy}uea, ndo gera F). Dado f € F,,
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digamos f = Zcuey com c, € R. Entao my(f) = ca. Porém, ma(Fy) = (ar).
usA
Entdo cy = bpa, para algum by € R. Considere g := f —byfy. Vejaque g € Fy e
na(g) = ma(f —bifa) =ca—bray =0. Dai, como g € Fyema(g) =0,entdo g € F,
para algum v < A em Ag. Portanto, g = Z b, fu para b, € R. Logo,
Uy,

f=g+bafi= D bufutbifa
U<,

ou seja, f € gerado por {f,},ea,, 0 que é uma contradigdo. O



